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0 Uvod — zakladni pojmy

Na zacatku struéné zminim znaceni zakladnich operaci a mnozin pouzivanych
v textu.

Mnozinové operace. Symbol ¢ znaci prazdnou mnozinu. Skute¢nost, ze
néjaky prvek x lezi v mnoziné M a nelezi v mnoziné N, znac¢ime zapisem
x € M, resp. x ¢ N. Pro dvé mnoziny M a N definujeme prunik M n N =
{r; 2 € M ax e N}, sjednoceni M U N = {z; x € M nebo z € N}, rozdil
M\N = {x € M; © ¢ N} akartézsky souc¢in M x N = {(z,y); x € M, ye N}.
Zde (z,y) je usporddand dvojice prvku. Je-li M ¢ésti (podmnozinou) N, tj.
kazdy prvek M je také prvkem N, piseme M < N.

Ciselné mnoziny. Symboly N, Z, Q, R a C znaéf postupné mnozinu viech
prirozenych ¢éisel (1,2,3,...), mnozinu celych ¢isel (tedy i nuly a zépornych
¢isel), mnozinu raciondlnich, redlnych a komplexnich ¢isel.

Logické spojky. Pro vyroky A a B (tvrzeni, o nichz ma smysl tici, ze plati
nebo neplati) definujeme néasledujici slozené vyroky: negace —A (A neplati),
konjunkce A A B (plati A i B), disjunkce A v B (plati alespon jeden z vyroku
A nebo B), implikace A = B (plati-li A, pak plati B), ekvivalence A < B
(A plati prave tehdy, kdyz plati B).

Kvantifikatory. Vyraz A(z) nazveme vyrokovou formou, jestlize dosa-
zenim za x vznikne vyrok. Obecny kvantifikator V se pouziva pro tvrzeni
Vo e M : A(z) (pro kazdy prvek x mnoziny M plati vyrok A(z)). Existencni
kvantifikator 3 naopak vyjadiuje tvrzeni 3z € M : A(x) (existuje prvek x
mnoziny M, pro néjz plati A(z)).



1 Vektory

V této kapitole zopakujeme vlastnosti rovinnych a prostorovych vektoru,
které pak zobecnime pro vektory ve vyssich dimenzich.

1.1 Vektory a linearni kombinace

”"Nemuzeme scitat jablka s hruskami”— tuto vétu témér kazdy zaslechl v
hodiné matematiky. Je to vlastné duvod, pro¢ zavést pojem vektor. Jestlize
vy je pocet jablek a vy pocet hrusek, pak stav zasob ovoce vyjadiuje sloupcovy

vektor
U1
(%) '
Kvuli dspore mista budeme také nékdy pouzivat radkovy zapis
I
(Ul ’Ug) = le] .
Mnozinu vSech dvouslozkovych sloupcovych vektorti zna¢ime symbolem R2.

1.1.1 Operace s vektory

Zékladnimi kameny linearni algebry jsou operace séitani vektoru a ndsobeni
vektoru skalarem. Tyto operace nyni zavedeme.

Séitani a odéitani vektori. U vektort séitdme jednotlivé slozky zvlast
(jablka s jablky a hrusky s hruskami). Soucet dvou vektoru ¢’ a @ definujeme

nésledovneé:
. v w v +w
V2 Wo Vg + W2

Analogicky definujeme odéitani vektoru:
ket B e 5
U— W = — = :
U2 W2 U2 — W3

Cviceni 1. Ouveérte, Ze sc¢itant vektoru je komutationt, tj. v+ W = W + v.



o -o- [ w5 ]
Obrazek 1.1: Soucet a rozdil vektoru.

Nasobeni vektoru éislem (skaldrem).

Dvojnasobek vektoru ¢ je déan
vztahem _ _
. 2
25 =21 = “1] :
_’UQ_ _21)2
obecnéji pro ¢ € R definujeme c-nésobek vektoru vztahem
- _U1_ _001]
cv=c = :
_'UQ_ _CUQ
Cislo ¢ se zde nazyvé skaldr.
Pro ¢ = —1 piSeme zkrdcené (—1)v = —7.

Cviceni 2. Quérte, Ze rozdil vektoru lze definovat pomoci souctu a ndsobku
skaldrem:

T =T+ (—d).

Poznamenejme jesté, ze pozdéji zavedeme pro vektory nékolik dalsich
druhu soucint.

Nulovy vektor.

Vynéasobenim libovolného vektoru nulou dostaneme tzv.
nulovy vektor 0:

00 =0— 17 = [8] —: 0.

Pozor! Nulovy vektor nenf éfslo, proto 0 # 0.



1.1.2 Vektory ve 3 a vice dimenzich

Dvouslozkové vektory, s nimiz jsme dosud pracovali, odpovidaji bodum v
roviné xy nebo orientovanym tseckam vychézejicim z pocatku této roviny.
Analogicky, vektor s 3 slozkami je reprezentovan bodem nebo orientovanou
tseckou v prostoru xyz. Tiislozkové vektory patif do mnoziny R3.

Obecné, pro n € N tvori n-slozkové vektory mnozinu R", jejich soucet
definujeme vztahem

V1 w1 V1 + wq

Un, Wy, Up, + Wy,

atd.

1.1.3 Linearni kombinace

Zkombinovanim dvou zakladnich operaci s vektory — souc¢tu a nésobeni
skalarem — vznikne linedrni kombinace.

Definice. Necht T a W jsou dva vektory o stejném poctu sloZek a c,d € R.
Soucet vektoru cv' a did se nazyvd linearni kombinace vektoru v a w. Obecnéji,
vyraz

61171 + 02272 + ...+ CkUk

se nazyvd linedrni kombinace vektoru vy, ..., Uy,.

Priklad 1.1. Soucet, rozdil, ndasobek a nulovy vektor jsou specidlnimi pripady
linedrnich kombinaci dvou vektori:

W+ 1w =v+w

17 — 1 = v — i,

v + 0w = cv,

00 + 0w = 0.

Uvazujme nyni mnozinu vSech linedrnich kombinaci néjakého nenulového
vektoru. Lze ukazat, ze

{c¥:; ¢ e R} tvorf piimku prochazejici bodem 0.



Jsou-li ¥ a w dva vektory, které nelezi na stejné piimce, pak
{cU + d; ¢,d e R} tvoii rovinu prochézejici bodem 0.
Jsou-li ¥, W a 2" vektory, které nelezi ve stejné roviné, pak
{cU 4 di + eZ; ¢,d, e € R} tvoif 3d prostor obsahujici bod 0.

Pokud by ale napt. vektor Z'lezel v roviné {ct/ + d;c,d € R}, pak linedrni
kombinace vektoru v, @ a Z budou tvorit jen rovinu.

1.1.4 Reseni piiklady

Priklad 1.2. Popiste vsechny linedrni kombinace vektoru

1
v= |1 a W=

0

_ o O

Najdéte vektor, ktery nent linedrni kombinaci v a 0.

Reseni
Linearni kombinace vektoru ¢ a w maji tvar

1 0 c
cl+di=c|l|+d|0|=|c+d]|, ¢,deR.
0 1 d

Jednd se tedy o vsechny vektory v R3, jejichz 2. slozka je souctem 1. a 3.
slozky. Konkrétni priklady jsou:

0 2 5 V2
o, 3], |71, 0
0 2 V2

Vektor (1 1 1) neni linedrni kombinaci ¢ a .

Jind charakterizace roviny vSech linearnich kombinaci @ a
kolmého vektoru: 7 = (1 —1 1) je kolmy na 7 a @ (tj. 7 - ¥
Linearni kombinace ¢ a @ jsou pak vSechny vektory kolmé na

—_

Priklad 1.3. Pro vektory v = (1 0) aw = (0 1) popiste vSechny body cv
a linedrni kombinace cv + dw, kdede R a a) ce Z, b) ¢ = 0.
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Obrazek 1.2: Resen{ pifkladu — vlevo c € Z, vpravo ¢ = 0; cervené body
cv, modie ¢ + di.

Reseni
a) Pro ¢ € Z dostaneme body ct:

LB

rozmisténé rovnomeérné podél osy x. Pridanim dw vznikne z kazdého bodu
primka kolmé na osu zx.
b) Pro ¢ = 0 vyplni body ¢t polopiimku, ¢t/ + dij polorovinu, viz obr. . &

1.2 Norma a skalarni soucin vektoru

Skalarni soucin je operace, ktera ze dvou vektoru vytvori skalar.

Definice. Skaldrni soucin vektoru v = (vl ’U2) aw = (w1 wg) je cislo
vew = V1W1 + VaWa.

Pro vektory v,w € R™ definujeme skaldrni soucin vyrazem

UewW = vjwy + VoWs + ... + VW,



1dm 2 dm

=\

Obréazek 1.3: Tlustrace k Piikladu [1.4] rovnovaha silovych momentu.

Priklad 1.4. Skaldrni soucin vektoru w = (4 2) air = (—1 2) je

l;‘].[;l]:4-(—1)+2-2:o.

Pozdéj si ukdzeme, Ze skaldrni soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz jsou vek-
tory navzdjem kolmé. Tento priklad md také ndsledujici interpretaci (viz Obr.
: Vaha md ramena o délce 1 dm a 2 dm. Na kratsim ramené je zavéseno
zdvazi o hmotnosti 4 kg, na delsim zdvazi 2 kg. Rovnice W ¢ ¥ = 0 pak
predstavuje rovnovdhu momenti sil.

Piiklad 1.5. Necht vektor p = (p1 Do p3) predstavuje ceny za jednotku 77
druhu nabizeného zboZi a vektor q¢ = (ql q2 C_I3) mnozstvi prodaného (je-li
¢; > 0), resp. nakoupeného (q; < 0) zbozi. Celkovy vynos je dan skaldrnim
soucinem

peq=piq1 + D2q2 + P3qs.

Pokud p'e ¢ =0, pak jsou prijmy a viydaje v rovnovdze.

Snadno lze ovérit, ze skalarni soucin je komutativni, tj. v e w = j e 7.

1.2.1 Norma vektoru

Skaldrni soucin vektoru se sebou samym je vzdy nezaporny. Napt. pro v =
(1 2 3)je

vev=1+4+9=14.
V tomto piipadé je hodnota nenulové, protoze ¢ neni kolmy sdm na sebe.
Vysledkem je druhd mocnina normy v.
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Definice. Norma (velikost) vektoru v je ddna vyrazem
7] = VU 4.

Priklad 1.6.

(i) U rovinného vektoru U predstavuje norma délku prepony pravoihlého
trojuhelnika, jehoz odvésnami jsou slozky vy a vy, tedy |U] = A/v? + v3,
coz je Pythagorova véta.

(11) V trirozmérném prostoru je vzorec pro normu dvojitou kombinaci Py-
thagorovy véty:

2
| (v1 v vg)Z«/U%—Fv%—i—vgz\/(q/?ﬁ—i—vg) + 2.

Napriklad (1 2 3) lze rozloZit na dva kolmé vektory (1 2 O) a (O 0 3),
pricemsz

(L2 0)]=+5 (00 3)]=-3

(1 2 3)||=«/(\/5)2+32:\/ﬁ.

(i1i) Vektor v = (1 11 1) predstavuje whlopricku v jednotkové krychli v
R*. Jeji délka je

Proto

7] = V12 + 124+ 12 + 12 = 2,
Uhlopfz/éka n-dimenziondlni jednotkové krychle md délku /n.
Definice. Vektor u se nazyvad jednotkovy vektor, je-li i e u = 1.
Priklad 1.7.

2 2 2
Tento vektor dostaneme tak, Ze vektor v = (1 11 ydelime jeho

normou |v|.

(i) Vektori= (3 % % 3) jejednotkovy, nebotf Tet = i;i—i—i—i—}l = 1.
1) v



(it) Standardni jednotkové vektory v R* znaéime & = (1 0), & = (0 1).
Obecnyj jednotkovyj vektor v R? md tvar (0056’ sin 0), pricemz 6 je ihel,
ktery svird tento vektor s kladnou casti osy x.

(iti) Standardni jednotkové vektory v R® znacime & = (1 0 0), & =
(0 1 O), €3 = (O 0 1). Kazdy vektor v R? je linedrni kombinaci
€1, €2, €3. Napriklad

= 2¢] + 2é5 + 1és.

<y
|
— NN

Protoze |0 =4 +4+1=3, jes0= (3 2 1) jednotkovy vektor ve
sméru v.

Nasledujici tvrzeni ukazuje jednoduchy zpusob, jak vytvorit jednotkovy
vektor z libovolného nenulového vektoru.

Véta 1.1. Necht v je nenulovy vektor. Pak u := v/||0]| je jednotkovy vektor
ve smeru v.
1.2.2 Uhel mezi vektory

Ukazeme, ze skaldrni soucin méa piimy vztah k uhlu, ktery sviraji dva vektory.
Ukolem linedrni algebry neni urc¢ovat hodnotu hlu, nicméné fada vysledku
v linedrni algebte je zalozena na ortogonalnich (kolmych) vektorech.

Véta 1.2. Necht v, € R™. Skaldrni soucin vew je nulovyj prdavé tehdy, kdyz
U je kolmy na 0.

Diikaz. Vektory v a i jsou kolmé prave tehdy, kdyz tvori odvésny pravouhlého
trojuhelniku. Pfepona je pak dana vektorem v—w. Z Pythagorovy véty plyne:

I?+ i) = o — @),

|o
a tedy

Vetl+wWew = (V—w)e(V—w)=0e0—20ew+ e

coz je ekvivalentni rovnosti
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Préavé dokézané tvrzeni ma nasledujici dusledky:

e Skaldrn{ soucin je nulovy préaveé tehdy, kdyz thel 6 mezi vektory je 7,
tj. kdyz cos @ = 0.
e Nulovy vektor je kolmy na kazdy vektor.

o Jelli veuw # 0, pak znaménko urci, zda je 6 > 7 nebo 0 < I:

2
277 2

1+ 1+
0 0

W —+

|
\
1 2

| |

[ [

1 2
vew=5>0, 0< vTew=-2<0, >3

ME}

Néasledujici véta dava do souvislosti hodnotu skalarniho soucinu a tihel
mezi vektory.

Véta 1.3. Jsou-li i, UeR" jednotkové vektory a 0 je ihel mezi U a U', pak
e U = cosf. Disledkem je, ze |t e U| < 1.

Diikaz. Nejprve dokazeme tvrzeni pro n = 2: Jednotkové vektory lze zapsat

ve tvaru
i [CQSa] ’ - [CQSB] .
sin o sin 3
Uhel7 ktery tyto vektory sviraji, pak je 8 = 8 — «. Plati:

delU = cos avcos 3 + sinasin § = cos(f — a) = cosb.

Pro n > 2 lze vektory 4 a U promitnout do néjaké roviny v R", ¢imz problém
prevedeme na predchozi, jiz dokazany ptipad. O]

Tuto vétu lze snadno zobecnit pro libovolné dva nenulové vektory —
vydélenim jejich normami ziskame:

U
— o
|71

‘Sl

= cosd.

|
11
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Véta 1.4. Necht 0,4 € R"™ a 0 je tihel mezi 0 a w. Pak plati:

o W = ||| cosb, (kosinova véta)

o | < | U] (Schwarzova nerovnost)

Diikaz. Je-li néktery z vektoru v, w nulovy, pak jsou obé tvrzeni trivialné
splnéna. V opaéném piipadé definujme @ := 0/|v], U := /||| a aplikujeme

vetu [L3l O
Piiklad 1.8. Nechf ¢ = (3 1) a@ = (1 3). Pak

vew _ 6 3
|[l]ld] 410810 5

a tedy 0 < 7. Ddle plati Schwarzova nerovnost: |v] ||| = 10 = 6 = v/ e 0.

cosf =

> 0,

Piiklad 1.9. Necht v = (a b), w = (b a), kde a, b jsou libovolnd nezdpornd
¢isla. Pak ze Schwarzovy nerovnosti plyne:

2ab < a® + b? = T[],

U e W
cozZ je ekvivalentni tomu, Ze
0< (a—0b)>

Oznacime-li x := a?, y := b2, pak plati

T +y

VY S =5

coz je tzv. AG nerovnost (vztah geometrického a aritmetického priméru).

2 Soustavy linearnich rovnic

Zakladni ulohou linearni algebry je feSeni soustav rovnic, ve kterych jsou
neznamé nasobeny jen skalarem. Takovym rovnicim fikame linearni.

12



dr+ 2y =11

r—2y=1

1+ 3
i
1 2 5 \4

Obrézek 2.1: Radkovy pohled na soustavu 2 rovnic pro 2 nezndmé.

2.1 Radkova, sloupcova a maticova reprezentace sou-
stav

Piiklad 2.1 (Geometricky vyznam soustav). Je ddna soustava 2 rovnic pro

2 nezndmeé:
r—2y= 1

1
3z +2y= 11 (1)

Soustavu zndzornime graficky dvéma zpusoby.

a) Rddkovy pohled: Kazdd rovnice predstavuje primku v roviné xy. Resenim
soustavy je pak prunik dvou primek, tedy bod (x y), kdex =3 ay =1

(viz Obr. [2.1).

b) Sloupcovy pohled: Soustava predstavuje vektorovou rovnici

v w b

Nezndmé x, y jsou tedy koeficienty linedrni kombinace na levé strané
této rovnice. Jak jiz vime z a), Tesenim je linedrni kombinace

30+ 10 = b.

Prislusné vektory jsou zndzornény na Obr.

13



| | | | | |
t t t t t t
-2 -1 0 1 2 3 4

Obréazek 2.2: Sloupcovy pohled na soustavu 2 rovnic pro 2 neznamé.

V linedrni algebie budeme zapisovat soustavy linearnich rovnic maticoveé.
Napriklad soustavu zapiSeme ve tvaru:

s 0L
S e I A

se nazyvaji matice soustavy, vektor neznamych a vektor pravych stran.

Symboly

Priklad 2.2. Je ddna soustava 3 rovnic pro 3 nezndmé:

x4+ 2y +3z=6
20 + 5y +2z =4
6r — 3y + z =2.

Rddkovgm pohledem je soustava zndzornéna jako prinik t7i rovin v R3 (viz

Obr. . Vidime, Ze pro reseni soustav o trech a vice nezndmych je tento
postup ponekud komplikovany.

14



6r—3y+2=2
20+ 5y +22 =4

T+2y+3z=

X

Obrézek 2.3: Radkovy pohled na soustavu 3 rovnic pro 3 neznimé.

Naproti tomu sloupcovy pohled vede na vektorovou rovnici

1 2 3 6
x|2|+y| 5| +=z|2]|=1[4],
6 -3 1 2

ze které lze snadno zjistit, Ze vektor pravych stran je dvojndsobkem tretiho
vektoru na levé strané. Resenim je tedy vektor (:c Y z) = (0 0 2).
Maticovy tvar soustavy je

2.2 Matice

Definice. Redlnd matice rddu m x n je vyraz

a1 a12 . QA1p
921 A929 ... QA9p

Y
Am1 Am2 ... Omn

kde a;; e R, i =1....,m, j = 1,...,n je prvek na i-tém rddku a j-tém sloupci.
Je-li m = n, rikame, Ze matice je ctvercovd tddu m. MnoZinu vsech matic
radu m x n znacime R™*".

15



Sou¢in matice a vektoru Az lze charakterizovat jako vektor skaldrnich
souc¢inu radku matice A s vektorem Z (fddkovy pohled):

(1. fadek A) o
AZ = | (2. tadek A) o
(3. fadek A) o

8 & 8

nebo jako linedrni kombinaci sloupcu matice (sloupcovy pohled):
Ar ==z [1. sloupec A] +y [2. sloupec A] + z [3. sloupec A] .
Priklad 2.3. Jsou ddny matice A, 1 a vektor :
1 00 100 4
A=|[1 00|, I=]01 0|, &=1|[5
1 00 00 1 6

Rddkovym, resp. sloupcovym pristupem spocteme soucin matice a vektoru:

(1 0 0)e(4 5 6)

AZ= (1 0 0)e(4 5 6
(1 0 0)e(4 5 6)
1 0 0] 4
=4|1|+5(0]l+6]0|=1]4],
1 0 0 4
(1 0 0)e(4 5 6)]
IZ=|(0 1 0)e(4 5 6)
(00 1)e(4 5 6)
1 0 0 4
=4(0|l+5(1|+6|0| =15
0 0 1 6

Matice 1 se nazyvd jednotkova matice radu 3.

Definice. Necht A € R™ " q ¥ € R". Pak AZ € R™ je definovdn vztahem

(Af)l = Z aij:vj.
7j=1

16



Piiklad 2.4. Reste sloupcovym zpiisobem soustavu

r+3y +2z2=-3
20+ 2y +22=-2
3r + 05y +4z=-—5.
Reseni
Ze sloupcového zapisu soustavy

vidime, ze vektor b je az na znaménko roven druhému vektoru na levé strané.
Resenim je tedy z = 0, y = —1, z = 0. Toto feSeni vSak neni jediné —
existuje napft. feseni ¥ = (1 0 —2). s

Piiklad 2.5. Ukazte, Ze soustava

x+3y +5z=4
r+2y —3z=>5
2z + 5y +2z =8

nemd resent.

Reseni
Vynasobime-li rovnice ¢isly 1, 1, —1 a secteme, ziskdme rovnici

Oz + 0y + 0z = 1.

To znamend, Ze roviny dané prislusSnymi tfemi rovnicemi nemaji spolecny
prunik.

Uvazujme nyni tutéz soustavu v maticovém tvaru s libovolnym vektorem
pravych stran b:

1 3 5 T .
1 2 3| |yl =0
2 5 2 z

17



Oznacme 7 := (1 1 —1). Jestlize prislusnou vektorovou rovnici

1 3 ) .
|1l +y|2|+2z]|-3|=0b
2 5 2

vynasobime skalarné vektorem 77, dostaneme rovnici
Ox+0y+0z=>ben.

Aby meéla soustava TeSeni, je nutné aby vektor b byl kolmy na 7. Presnéji,
soustava ma reseni, pokud b je linearni kombinaci sloupcu matice soustavy.

L3

Vektorové prostory
Ortogonalita
Determinant

Vlastni ¢isla a vektory

NN O O s W

Linearni transformace

8 Zaklady diskrétni matematiky

8.1 Kombinatorika
8.2 Teorie grafii
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